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9.4 – 9.6 
Γενίκευση του Πυθαγόρειου και  Θεωρήµατα ∆ιαµέσων 
 
ΘΕΩΡΙΑ 

 
1.  
Θεώρηµα οξείας γωνίας 
�Α <  90ο    ⇔    α2 = β2 + γ2 – 2β⋅Α∆  
 
 
 
Θεώρηµα αµβλείας  γωνίας 
�Α >  90ο    ⇔    α2 = β2 + γ2 + 2β⋅Α∆  
 
 
Πυθαγόρειο 
�Α =  90ο    ⇔    α2 = β2 + γ2   
 
 
2.  
Πορίσµατα 
α2 > β2 + γ2    ⇔   �Α >  90ο 

α2 = β2 + γ2    ⇔
  
�Α =  90ο 

α2 < β2 + γ2    ⇔
  
�Α <  90ο 

 
 
3.  
Νόµος  συνηµιτόνων 
Σε κάθε τρίγωνο ισχύει     α2 = β2 + γ2 – 2βγ⋅συν �Α     και κυκλικά 
 
 
4.  
Το ύψος συναρτήσει των πλευρών 

υα = 2
α

( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ      και κυκλικά 

 
Το εµβαδόν συναρτήσει των πλευρών 

Ε = ( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ  
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5.  
1ο  Θεώρηµα ∆ιαµέσων 

β2 + γ2 = 2 2
αµ  + 

2

2
α

    και κυκλικά  

 
 
Η διάµεσος συναρτήσει των πλευρών 

2
αµ  = 

2 2 22 2
4

β + γ −α
     και κυκλικά 

 
 
6.  
2ο   Θεώρηµα ∆ιαµέσων 
 
β2 – γ2 = 2α⋅Μ∆ 
 
 
 
Η προβολή της διαµέσου  συναρτήσει των πλευρών 

Μ∆ = 
2 2

2
β − γ

α
 

 

 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ   
 
1.  
Σ’ ένα τρίγωνο ισχύει  β =2α   και  γ = α 7 .   Να υπολογίσετε την µεγαλύτερη γωνία 
του. 
Προτεινόµενη λύση  

γ = α 7  > α    ⇒
  

 γ > α   

γ = α 7  > 2α = β   ⇒
  

 γ > β 

Οπότε µεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου είναι η γ. 

γ2 = α2 + β2 −2βγσυν ɵΓ    ⇔    7α2 = α2 + 4α2 −4α2συν ɵΓ   

                                                  συν ɵΓ = 
1

2
−    

                                                 ɵΓ = 120ο  
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2. 
Σε οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε βάση  ΒΓ  φέρνουµε το ύψος  Γ∆ . 
∆είξτε ότι   ΒΓ2 = 2ΑΒ · Β∆ 

 Προτεινόµενη λύση  

�Α< 90ο    ⇒      ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 – 2ΑΒ · Α∆    

                           ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΒ2 – 2ΑΒ · Α∆  

                           ΒΓ2 = 2ΑΒ2 – 2ΑΒ · Α∆           

                           ΒΓ2 = 2ΑΒ (ΑΒ – Α∆)            

                           ΒΓ2 = 2ΑΒ · Β∆ 

 
 
3. 
Συναρτήσει των  κ,  λ,  να υπολογίσετε τα ύψη ενός τριγώνου  ΑΒΓ,   όταν  

ΑΒ = ΑΓ = κ   και   ΒΓ = λ 

Προτεινόµενη λύση  

Είναι     τ = 
2

ΑΒ + ΑΓ + ΒΓ
= 

2

2

κ + λ
 

υα = 
2

α
( )( )( )τ τ − α τ −β τ − γ     ⇒     

υα = 
2

λ
2 2 2 2

2 2 2 2

κ + λ κ + λ κ + λ κ + λ     ⋅ − λ ⋅ − κ ⋅ − κ     
     

 =  
1

2
 2 24κ − λ  

Οµοίως       υβ = υγ = 
2

λ
κ

2 24κ − λ   
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4. 
Σ’ ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι  ΑΒ = 2 ,   ΒΓ=1 + 3  , ΑΓ = 6  .  
i)    Να βρείτε το είδος του τριγώνου ως προς τις γωνίες του.  

ii)    Να υπολογίσετε την γωνία  
∧

Β   
iii)   Να υπολογίσετε την προβολή της διαµέσου  ΑΜ  στην  ΒΓ. 

Προτεινόµενη λύση  

i)  
Επειδή   1 + 3  > 6  > 2,   η  µεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου είναι η ΒΓ.  

ΒΓ2 = 1 + 2 3 +3 = 4 + 2 3    και  

ΑΒ2 +ΑΓ2 = 2 + 6 = 8    

Άρα   ΒΓ2 < ΑΒ2 + ΑΓ2    ⇒    
∧

Α < 90ο    ⇒    το τρίγωνο είναι οξυγώνιο  

ii)   

Νόµος  συνηµιτόνων :    ΑΓ2 = ΑΒ2 +ΒΓ2−2ΑΒ⋅ΒΓ⋅συν
∧

Β  

                                        6 = 4 + 1+3+2 3 −2·2·(1+ 3 )συν
∧

Β  

                                        συν
∧

Β = 
1

2
   

                                        
∧

Β = 60ο  
iii)   

Έστω ∆Μ η προβολή της διαµέσου ΑΜ στην ΒΓ  

2ο   θεώρηµα διαµέσων :    ΑΓ2 – ΑΒ2= 2ΒΓ ∆Μ    

                                           6−4=2(1+ 3 ) ∆Μ     

                                           ∆Μ = 
1

1 3+
 = 

3 1

2

−
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5. 
∆είξτε ότι το άθροισµα των τετραγώνων των πλευρών ενός παραλληλογράµµου 

ισούται µε το άθροισµα των τετραγώνων των διαγωνίων του.  

Προτεινόµενη λύση  

1ο  Θεώρηµα ∆ιαµέσων στο τρίγωνο Α∆Β :  

ΑΒ2 +Α∆2 = 2ΑΟ2 + 
2

2

∆Β
   

                  = 2
2

2

ΑΓ 
 
 

+
2

2

∆Β
 

                  = 
2

2

ΑΓ
 +

2

2

∆Β
     (1)    

Οµοίως  στο τρίγωνο Γ∆Β :    Γ∆2 +ΓΒ2 = 
2

2

ΑΓ
 +

2

2

∆Β
    (2)  

(1) + (2) :   ΑΒ2 + Α∆2 + Γ∆2 + ΓΒ2 = 
2

2

ΑΓ
 +

2

2

∆Β
+ 

2

2

ΑΓ
 +

2

2

∆Β
 

                                                         = ΑΓ2 +Β∆2 

 
6. 
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  µε   βµ γ⊥ µ .  ∆είξτε ότι   2

βµ  + 2
γµ  = 2

αµ  

 Προτεινόµενη λύση   

Έστω οι διάµεσοι  ΑΜ ,  ΒΝ  και  ΓΖ    έτσι ώστε   ΒΝ⊥ ΓΖ, 
και Θ το κέντρο βάρους του τριγώνου.  
Πυθαγόρειο το τρίγωνο ΒΘΓ :    ΒΘ2 +ΘΓ2 = ΒΓ2                      

                                                    
2

2

3 β
 µ 
 

+
2

2

3 γ
 µ 
 

= ΒΓ2     (1)  

Όµως στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΘΓ  η  ΘΜ είναι διάµεσος. 

Άρα    ΘΜ = 
2

ΒΓ
  ⇔    

1

3
µα = 

2

ΒΓ
  ⇔    ΒΓ = 

2

3
µα  

Η   (1)   γίνεται     
2

2

3 β
 µ 
 

+
2

2

3 γ
 µ 
 

=
2

2

3 α
 µ 
 

 

                              24

9 βµ + 24

9 γµ = 24

9 αµ     

                               µβ2 + µγ2 = µα2 
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7. 

∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ έτσι ώστε να ισχύει    2 2
αµ −  βγ = 

2

2

α
 

i)   ∆είξτε ότι     α2 = β2+γ2−βγ 

ii)   Να υπολογίσετε τη γωνία  �Α . 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

2 2
αµ −βγ = 

2

2

α
    ⇔      2·

2 2 22 2

4

β + γ −α
−  βγ = 

2

2

α
 

                                       2β2 + 2γ2 – α2−2βγ = α2  

                                       β2+γ2−βγ = α2 
ii)   

Νόµος συνηµιτόνων :    α2 = β2+γ2−βγ.συν �Α     και λόγω του   (i)  

                                       β2 + γ2−βγ = β2 + γ2−βγ.συν �Α   

                                       συν �Α= 
1

2
    

                                      �Α= 60ο  
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8. 
Σε τρίγωνο ΑΒΓ δείξτε ότι :  
i)     Αν  2α βµ = µ   τότε   4β2 = 5α2 + 2γ2 

ii)     Αν   β2 + γ2 = 2αµα   τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο  
iii)   Αν   β2 + γ2 = 2α2   τότε    α)  2

βµ + 2
γµ = 22 αµ    

                                                 β)  γ

3 3
 ,     µ

2 2α

α β
µ = =  . 

Προτεινόµενη λύση  

i)  
2α βµ = µ      ⇔       2

αµ = 2 2
βµ       

                                   
2 2 22 2

4

β + γ −α
 = 2·

2 2 22 2

4

α + γ −β
 

                                   4β2 = 5α2 + 2γ2 
ii)   

β2 + γ2 =2α⋅µα     ⇔      2 2
αµ  + 

2

2

α
 = 2αµα     

                                      42αµ −4αµα + α2 = 0    

                                      (2µα−α)2 = 0    

                                      2µα−α = 0    ⇔    µα = 
2

α
 

Άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο µε υποτείνουσα την α  

iii )  

α)    µβ2 + µγ2 = 2µα2    ⇔    
2 2 22 2

4

α + γ −β
 + 

2 2 22 2

4

α + β − γ
= 2·

2 2 22 2

4

β + γ −α
 

                                             β2 + γ2 =2α2  η οποία ισχύει από την υπόθεση  

 β)  2
αµ = 

2 2 22 2

4

β + γ −α
= 

2 2 22( )

4

β + γ − α
     (λόγω της υπόθεσης) 

                                        = 
2 24

4

α −α
= 

23

4

α
  ⇒   

3

2α

α
µ =  

Οµοίως αποδεικνύεται ότι  γ

3
µ

2

β
=  
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9. 
Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο  ΑΒΓ∆   (Α∆║ΒΓ)  δείξτε ότι   Β∆2 = ΑΒ2 + Α∆·ΒΓ 

Προτεινόµενη λύση  

Έστω ότι   ɵΓ <  90ο.  Φέρω τα ύψη  ΑΚ  και  ∆Λ.  

Από γενίκευση πυθαγορείου στο τρίγωνο Β∆Γ έχουµε  

Β∆2 = ΒΓ2 + ∆Γ2−2ΒΓ·ΓΛ  και επειδή  ΑΒ = ∆Γ  

Β∆2 = ΑΒ2 + ΒΓ(ΒΓ−2ΓΛ)    (1)  

Τρ.ΑΒΚ = τρ. ∆ΛΓ   ⇒    ΒΚ = ΛΓ  

Οπότε     ΒΓ – 2ΓΛ= ΒΓ−ΓΛ−ΒΚ   

               ΒΓ – 2ΓΛ= ΚΛ   

Και επειδή το  ΑΚΛ∆  είναι ορθογώνιο,  θα είναι  ΚΛ = Α∆  

Η  (1)  γίνεται   Β∆2 = ΑΒ2 + ΒΓ·Α∆ 

 
 
10. 
Αν  ∆ σηµείο της βάσης ΒΓ ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ, δείξτε ότι 
ΑΒ2−  Α∆2 = Β∆·∆Γ. 

Προτεινόµενη λύση  

Φέρνουµε το ύψος ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ και την διάµεσο ΑΖ του ΑΒ∆  
2ο θεώρηµα των διαµέσων στο τρίγωνο ΑΒ∆ :  

               ΑΒ2−Α∆2= 2Β∆ ΖΜ      (1)  
Όµως     2ΖΜ  = 2(Ζ∆ + ∆Μ)   
                        = 2Ζ∆ + 2∆Μ    
                        = Β∆ + ∆Μ + ∆Μ   
                        = ΒΜ +∆Μ   
                        = ΜΓ + ∆Μ = ∆Γ  
Οπότε η  (1) γίνεται  ΑΒ2−Α∆2=Β∆·∆Γ. 
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11. 

Έστω τρίγωνο  ΑΒΓ  µε    7β = γ    και   α

3
µ

2

α
=  

i)    Να δείξτε ότι  α = 2γ 
ii)    Να  βρείτε το είδος του τριγώνου ως προς τις γωνίες του .  

iii)   Αν  Β∆  ύψος να βρείτε τον λόγο  
ΑΓ
Α∆

  

Προτεινόµενη λύση  

i)  

α

3
µ

2

α
=    ⇔     2

αµ =
23

4

α
 

                              
2 2 22 2

4

β + γ −α
=

23

4

α
 

                              2β2 +2γ2 = 4α2     (1)      
Όµως    7β = γ    ⇔    β2=7γ2   

Οπότε η   (1)  γίνεται    14γ2 + 2γ2 = 4α2  
                                      α2= 4γ2   ⇔   α = 2γ 

ii)   
Επειδή   7γ > 2γ > γ,   µεγαλύτερη πλευρά στο τρίγωνο είναι η  β,  µε  
β2 = 7γ2    και   α2 + γ2 = 2γ2 + γ2 = 5γ2  

Άρα    β2 > α2 + γ2,    οπότε το τρίγωνο είναι αµβλυγώνιο   µε   �Β > 90ο  

iii)   
�Α< 90ο   ⇒      ΒΓ2 = ΑΒ2 +ΑΓ2 −2ΑΓΑ∆ 

                          4γ2 = γ2 +7γ2−2 7 γ. Α∆  

                          Α∆ =
2

7

γ
  

Οπότε     
ΑΓ
Α∆

=

2

7
7

γ

γ
=

2

7
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12. 
Στην πλευρά  ΒΓ  τριγώνου ΑΒΓ  θεωρούµε τα σηµεία  ∆  και  Ε,  έτσι ώστε  

Β∆ = ∆Ε = ΕΓ.   ∆είξτε ότι   22222

9

4
ΒΓ−ΑΓ+ΑΒ=ΑΕ+Α∆  

 Προτεινόµενη λύση   

Στα τρίγωνα ΑΒΕ  και Α∆Γ,  οι  Α∆  και  ΑΕ  

είναι διάµεσοι.  

Άρα      Α∆2 =
2 2 22 2

4

ΑΒ + ΑΕ −ΒΕ
  

και       ΑΕ2 = 
2 2 22 2

4

Α∆ + ΑΓ − ∆Γ
 

Προσθέτοντας κατά µέλη βρίσκουµε  

Α∆2 + ΑΕ2  = 
2 2 22 2

4

ΑΒ + ΑΕ −ΒΕ
+

2 2 22 2

4

Α∆ + ΑΓ − ∆Γ
     

4Α∆2 + 4ΑΕ2 = 2ΑΒ2+2ΑΕ2−ΒΕ2+2Α∆2+2ΑΓ2−∆Γ2                 

2Α∆2 + 2ΑΕ2 = 2ΑΒ2 + 2ΑΓ2 –ΒΕ2−∆Γ2                              

2Α∆2 + 2ΑΕ2 = 2ΑΒ2 + 2ΑΓ2−
2

2

3
 ΒΓ 
 

−
2

2

3
 ΒΓ 
 

            

2Α∆2 + 2ΑΕ2 = 2ΑΒ2 + 2ΑΓ2 −
8

9
ΒΓ2                                  

Α∆2 + ΑΕ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 −
4

9
ΒΓ2  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



11 
 

Ε
∆

Γ

ΒΑ

13. 
Αν  ΒΕ  διάµεσος ορθογωνίου τριγώνου  ΑΒΓ   (�Α= 90ο),  δείξτε ότι  

i)    ΒΕ2 +
4

3
ΑΓ2 = ΒΓ2  

ii)    Αν  ΒΕ = 14   και  Β �∆Α= 60ο,  όπου ∆ µέσο της ΒΓ , να υπολογίσετε  τις 
      πλευρές του   ΑΒΓ.  
 Προτεινόµενη λύση   

i)  

ΒΕ2 + 
4

3
ΑΓ2 = 

2 2 22 2

4

ΒΓ + ΑΒ − ΑΓ
 + 

3

4
ΑΓ2  

                      = 
2 2 22 2 2

4

ΒΓ + ΑΒ + ΑΓ
 

                      = 
2 2 2

2

ΒΓ + ΑΒ + ΑΓ
 

                      = 
2 2

2

ΒΓ + ΒΓ
 = ΒΓ2 

ii)   

Επειδή Α∆ διάµεσος στην υποτείνουσα,  θα είναι  Α∆ = 
2

ΒΓ
= Β∆,  

και δεδοµένου ότι  Β �∆Α= 60ο ,  το τρίγωνο  ΑΒ∆  είναι ισόπλευρο µε  

ΑΒ = Β∆ = 
2

ΒΓ
 

Ακόµα     ΒΓ2 = ΑΓ2 + ΑΒ2   ⇔   ΒΓ2 = ΑΓ2 + 
2

4

ΒΓ
  ⇔    ΑΓ = 

3

2

ΒΓ
 

Από το (i) έχουµε :      ΒΕ2+
4

3
ΑΓ2 = ΒΓ2    ⇔      

                                    14 + 
4

3
2

3

2

 ΒΓ
  
 

= ΒΓ2   ⇔  

                                    ΒΓ = 4 2   

Οπότε   ΑΒ = 2 2     και     ΑΓ = 2 6  
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14. 
Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει  β2 + γ2 = 2α2,  δείξτε ότι  

i)    µβ2 + µγ2 = 2µα2 

ii)    
3

2
β γα
µ µµ

= = =
α γ β

 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

µβ2 + µγ2 = 2µα2     ⇔     
2 2 22 2

4

α + γ −β
+ 

2 2 22 2

4

α + β − γ
=

2 2 22 2

4

β + γ −α
   ⇔  

                                       2α2 = β2 + γ2     που ισχύει από  υπόθεση  

ii)   

2
αµ = 

2 2 22 2

4

β + γ −α
 =  

2 2 22( )

4

β + γ − α
  =  

2 22 2

4

⋅ α −α
= 

23

4

α
   ⇒  

 µα = 
3

2

α
   ⇒     αµ

α
=

3

2
      (1) 

2
βµ = 

2 2 22 2

4

α + γ −β
 =  

2 2 2 22

4

β + γ + γ −β
= 

23

4

γ
  ⇒  

 µβ = 
3

2

γ
    ⇔    αµ

γ
=

3

2
     (2) 

Οµοίως βρίσκουµε ότι    γµ

β
=

3

2
     (3)  

(1),  (2),  (3)    ⇒     
3

2
β γα
µ µµ

= = =
α γ β

 

 

15. 

Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει     2
αµ + βγ > 

2

4

α
> 2

αµ −βγ  

Προτεινόµενη λύση  

2
αµ + βγ > 

2

4

α
  ⇔    

2 2 22 2

4

β + γ −α
+ βγ  > 

2

4

α
   

                                  2β2 + 2γ2 – α2 + 4βγ > α2     

                                  β2 + γ2 + 2βγ > α2               

                                  (β + γ)2 > α2   

                                  β + γ > α    που ισχύει από την τριγωνική ανισότητα.   

Οµοίως για την ανίσωση    
2

4

α
> 2

αµ −βγ   

 

 


